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ulo presentamos una quasi{m�etri
a de�nida sobre el 
onjunto de
l�ausulas de un lenguaje donde dos 
l�ausulas equivalentes por subsun
i�on se 
on-sideran la misma. Esta quasi{m�etri
a (una m�etri
a en la que no 
onsideramos la
ondi
i�on de simetr��a) se basa en la rela
i�on de subsun
i�on y se formaliza 
omouna apli
a
i�on d
 : C R=� �C R=�! [0;+1℄ donde C =� es el espa
io 
o
ienteobtenido a partir del 
onjunto de 
l�ausulas C por la rela
i�on de equivalen
ia basadaen subsun
i�on.1 Introdu

i�onEn este art��
ulo, proponemos una solu
i�on al problema de 
uanti�
ar la proximidad entre
l�ausulas, 
onsider�andolas 
omo elementos de un entramado de rela
iones via subsun
i�onque nos va a permitir a

eder de una 
l�ausula a otra, en 
ierto sentido, por el 
amino m�as
orto. Esta aproxima
i�on representa una importante diferen
ia 
on otras aproxima
iones[3, 5℄, que 
onsideran los literales 
omo elementos aislados. Para ello, proponemosa) Que dos 
l�ausulas equivalentes bajo subsun
i�on se 
onsideren id�enti
as. Este plan-teamiento es mu
ho m�as fuerte que la equivalen
ia m�odulo renombramiento y nosva a permitir de�nir nuestra fun
i�on sobre 
lases de equivalen
ia.b) Siguiendo la intui
i�on geom�etri
a, la distan
ia entre dos puntos ser�a la longituddel 
amino m�as 
orto entre ellas, 
onsiderando que dos 
l�ausulas est�an a distan
iain�nita si no existe un 
amino que las una.Nuestra de�ni
i�on est�a basada en la rela
i�on de subsun
i�on y en los estudios realizadospor P.R.J. van der Laag y S.-H. Nienhuys{Cheng [7℄. Empezamos nuestra exposi
i�on 
onuna introdu

i�on al 
on
epto de m�etri
a y a la 
ondi
i�on de simetr��a.2 M�etri
asEn mu
has o
asiones ne
esitamos simpli�
ar la rela
i�on entre dos objetos a un n�umeropara poder estable
er 
ompara
iones entre ellos. A ese n�umero se le suele llamar demanera gen�eri
a distan
ia y nos permite dis
riminar entre pares de objetos de manerasen
illa. As��, de
imos que dos 
iudades A y B est�an m�as pr�oximas que las 
iudades C y�Par
ialmente �nan
iados por DGES, proye
tos PB96{0098-C04{04 y PB96{1345



D si la longitud del 
amino m�as 
orto de A a B, i.e. la distan
ia que los separa, es menorque la longitud del 
amino m�as 
orto de C a D. An�alogamente, esa distan
ia puede medirel tiempo que trans
urre entre dos eventos o la 
antidad de 
ombustible que ne
esita unveh��
ulo para re
orrer un traye
to.Dado un 
onjunto 
ualquiera X, si aso
iamos a todo par de elementos (x; y) 2 X�Xsu \distan
ia" obtenemos una apli
a
i�on d : X � X ! R. Pero obviamente no todafun
i�on d : X � X ! R va a ser una distan
ia. >Qu�e propiedades debe 
umplir unaapli
a
i�on d : X �X ! R para ser una distan
ia1? Est�a 
laro que los 
riterios deben sersu�
ientemente d�ebiles para ser 
omunes a las diferentes distan
ias de intui
i�on geom�etri
ay su�
ientemente fuertes para estable
er una teor��a s�olida que permita el tratamiento delos problemas aso
iados al 
on
epto de distan
ia en situa
iones abstra
tas. Fue Fr�e
heten su tesis do
toral en 1906 [1℄ quien a�rm�o que bastaba que la fun
i�on veri�
ara� (8x 2 X) [d(x; x) = 0℄� (8x; y 2 X) [d(x; y) = 0) x = y℄� (8x; y 2 X) [d(x; y) = d(y; x)℄ (Condi
i�on de simetr��a)� (8x; y; z 2 X) [d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)℄ (Propiedad triangular)para poder desarrollar una teor��a de los espa
ios m�etri
os y desde enton
es estas 
ondi-
iones han sido 
onsideradas los pilares b�asi
os de la teor��a.Como ejemplos de distan
ias basadas en la intui
i�on geom�etri
a podemos 
itar tres
ono
idas distan
ias en R2 . Sean A = (x1; y1) y B = (x2; y2) dos puntos del plano.� Distan
ia eu
l��dea (de): Dados dos puntos A y B de R2 , la distan
ia de mide lalongitud del segmento de re
ta que une A y B, esto es, del 
amino m�as 
orto de Aa B suponiendo que no hay obst�a
ulos en el planod(A;B) = q(x1 � x2)2 + (y1 � y2)2� Distan
ia Manhattan (dm): En este 
aso tambi�en medimos la longitud del 
aminom�as 
orto de A a B, pero a diferen
ia de la distan
ia eu
l��dea, en la que suponemosque no hay ning�un obst�a
ulo entre A y B, en la distan
ia Manhattan suponemosque los desplazamientos s�olo pueden ser horizontales o verti
ales, simulando la 
ir-
ula
i�on de un veh��
ulo por 
alles en forma de 
uadr��
ula.dm(A;B) = jx1 � x2j+ jy1 � y2j� Distan
ia del bosque (db): Un ejemplo, quiz�a menos 
ono
ido de distan
ia en R2 ,es esta distan
ia del bosque, que tambi�en mide la longitud del 
amino m�as 
ortoentre dos puntos. Re
ibe este nombre porque representa en R2 la situa
i�on de unatribu en un lugar muy bos
oso 
on un r��o en y = 0. Los habitantes de tal tribu, parallegar al agua han he
ho bre
has perpendi
ulares al r��o. Debido al espeso bosque,si alguien quiere ir de A a B s�olo puede ha
erlo por las bre
has o por la orilla.db(A;B) = ( jy1 � y2j si x1 = x2jy1j+ jy2j+ jx1 � x2j si x1 6= x21El uso de distan
ia o m�etri
a es indistinto. Tienen el mismo signi�
ado.
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Figura 1Llegado este punto, tiene sentido preguntarse por qu�e es ne
esario de�nir varias distan-
ias sobre un mismo 
onjunto. La respuestas es 
lara. Cada distan
ia se adapta a unaestru
tura previa en el 
onjunto y la distan
ia de�nida se ajustar�a o no, seg�un el 
aso, ala rela
i�on preexistente. Si nuestro �uni
o inter�es es dotar al 
onjunto de una fun
i�on queveri�que las 
ondi
iones de Fr�e
het y no 
onsideramos en el 
onjunto ninguna rela
i�onpreestable
ida, podemos 
onsiderar siempre la distan
ia dis
retadd(A;B) = ( 0 si A = B1 si A 6= Bque veri�
a las 
ondi
iones para ser distan
ia, pero que dif��
ilmente nos ser��a de utilidadpr�a
ti
a.Una situa
i�on diferente se estable
e 
uando la rela
i�on preexistente entre los objetosno es sim�etri
a. El n�umero de kil�ometros que separa una 
iudad A a la orilla del mar deotra B en la 
ima de una monta~na es el mismo independientemente del sentido en quese re
orra. Pero si nuestra idea de \distan
ia" mide el n�umero de 
alor��as que gasta un
i
lista en ha
er el re
orrido, enton
es nuestra de�ni
i�on de distan
ia pierde la 
ondi
i�onde simetr��a.3 Quasi{m�etri
asLas fun
iones de distan
ia no sim�etri
as ya fueron 
onsideradas por Hausdor� [2℄ a prin
i-pios de siglo. Wilson [11℄ introdujo el t�ermino quasi{metri
s para estas fun
iones en 1931.A lo largo del siglo diversos investigadores han 
ontribuido al desarrollo de las distan
iasno sim�etri
as, re
ibiendo re
ientemente un nuevo empuje 
on los trabajos en 
omputa
i�onte�ori
a de Lawson [4℄ o Smyth [10℄ entre otros.De�ni
i�on 1 ([10℄) Una quasi{m�etri
a sobre un 
onjunto X es una apli
a
i�on de X�Xen los reales no negativos, in
luyendo posiblemente +1 tal que� (8x 2 X) [d(x; x) = 0℄� (8x; y 2 X) [d(x; y) = d(y; x) = 0) x = y℄� (8x; y; z 2 X) [d(x; z) � d(x; y) + d(y; z)℄N�otese que una quasi{m�etri
a veri�
a las 
ondi
iones de m�etri
a de Fr�e
het, ex
epto la
ondi
i�on de simetr��a. Veamos algunos ejemplos (otros ejemplos m�as so�sti
ados puedenen
ontrarse en [10℄).Ejemplo 1: Dado 
ualquier 
onjunto par
ialmente ordenado hP;�i, la quasi{m�etri
adis
reta se de�ne 
omo d(x; y) = ( 0 si x � y1 e.o.
.



Ejemplo 2: En el intervalo unidad [0; 1℄ podemos de�nir la quasi{m�etri
a siguiente, 
uyam�etri
a aso
iada es la distan
ia eu
l��dea en el 
onjunto.d(x; y) = ( 0 si x � yx� y si y < x4 Cl�ausulasA 
ontinua
i�on re
ordamos algunas de�ni
iones sobre 
l�ausulas que usaremos m�as ade-lante. Una visi�on general puede obtenerse en [6℄.En nuestra 
onstru

i�on 
onsideraremos un lenguaje L de primer orden. V ar y Termson, respe
tivamente, los 
onjuntos de variables y t�erminos de L. Una 
l�ausula es un
onjunto �nito de literales y C es el 
onjunto de las 
l�ausulas del lenguaje.Sea S � V ar un 
onjunto �nito de variables. Una sustitu
i�on es una apli
a
i�on� : S ! Term tal que (8x 2 S)[x 6= x�℄. Un renombramiento es una sustitu
i�on inye
tiva� tal que (8x 2 S) [x� 2 V ar℄. Si C es una 
l�ausula y � es un renombramiento, C yC� = fL� jL 2 Cg son variantes.Sean C y D dos 
l�ausulas. C subsume a D, C � D, si existe una sustitu
i�on � talque C� � D. Si C � D y D � C enton
es C y D son equivalentes por subsun
i�on y loes
ribiremos C � D. Si C � D y D 6� C es
ribiremos C � D. Una 
l�ausula redu
ida esuna 
l�ausula C tal que no tiene ning�un sub
onjunto propio D tal que D � C. Plotkin [8℄prob�o que dos 
l�ausulas redu
idas equivalentes son variantes.Puesto que� es una rela
i�on de equivalen
ia, denotaremos por C =� el espa
io 
o
ientey, si C 2 C , [C℄ = fD 2 C jC � Dg. De�nimos el orden par
ial �� sobre C =� 
omo(8[C℄; [D℄ 2 C =�) ([C℄ �� [D℄ , C � D) El orden �� est�a bien de�nido y no 
ausar�a
onfusi�on si usamos � en lugar de ��.5 Una quasi{m�etri
a sobre las 
lases de equivalen
iaEn [7℄ Nienhuys{Cheng y Van der Laag de�nieron un operador de re�namiento �r quetomaba 
omo dato de entrada una 
l�ausula redu
ida C y devolv��a un 
onjunto de 
l�ausulasredu
idas �r(C):De�ni
i�on 2 (Adaptada de [7℄) Sea C una 
l�ausula redu
ida. Enton
es D 2 �r(C) siD es redu
ida y se veri�
a una de las siguientes 
ondi
iones:�1r: C � D y existen dos 
l�ausulas C 0 2 [C℄ y D0 2 [D℄ tales que C 0� = D0, donde � esla sustitu
i�on � = fx=f(y1; : : : ; yn)g, f es un s��mbolo de fun
i�on2, x o
urre en C 0,y las variables y1; : : : ; yn son variables distintas que no o
urren en C 0.�2r: C � D y existen dos 
l�ausulas C 0 2 [C℄ y D0 2 [D℄ tales que C 0� = D0, donde� = fx=yg y adem�as las variables x e y o
urren en C 0.�3r: D = C[fLg donde L s�olo tiene variables distintas que no o
urren en C y para todoliteral M 2 C, L di�ere de M en el s��mbolo de predi
ado o en el signo.Una �r{
adena de longitud n de C a D es una su
esi�on �nita C = C0; C1; : : : ; Cn = Dtal que para todo i 2 f1; : : : ; ng, Ci 2 �(Ci�1).2Consideramos las 
onstantes 
omo s��mbolos de fun
i�on de aridad 
ero.



En el mismo art��
ulo [7℄ se prueba que si C y D son 
l�ausulas redu
idas y C � D enton
esexiste una �r{
adena de C a D. Vamos a usar esas 
adenas para formalizar la proximidadentre 
l�ausulas. En nuestra de�ni
i�on, la distan
ia entre dos 
l�ausulas vendr�a determinadapor la longitud del 
amino m�as 
orto entre ellas, 
onsiderando 
omo 
amino la su
esi�onde 
lases de equivalen
ia aso
iada a una �r{
adena.De�ni
i�on 3 Diremos que la su
esi�on C = h[C0℄; : : : ; [Cn℄i, 
on [Ci℄ 2 C =� para todoi 2 f0; : : : ; ng es una L{
adena de [C0℄ a [Cn℄ si podemos elegir 
omo representantes dedi
has 
lases las 
l�ausulas redu
idas C0; : : : ; Cn y di
has 
l�ausulas forman una �r{
adena.En ese 
aso diremos que la L{
adena C tiene longitud n y lo denotaremos por jCj = n.Denotaremos 
omo L([C℄; [D℄) el 
onjunto de todas las L{
adenas de [C℄ a [D℄. El �uni
oelemento de L([C℄; [C℄) es la su
esi�on de longitud 
ero h[C℄i.Es trivial 
omprobar que si C1 = h[C0℄; : : : ; [Cn℄i es una L{
adena de [C0℄ a [Cn℄ y C2 =h[D0℄; : : : ; [Dm℄i es una L{
adena de [D0℄ a [Dm℄ 
on [Cn℄ = [D0℄, enton
esC3 = h[C0℄; : : : ; [Cn℄; [D1℄; : : : ; [Dm℄ies una L{
adena de [C0℄ a [Dm℄ de longitud n +m que llamaremos la 
on
atena
i�on deC1 y C2.Sabemos que si C yD son 
l�ausulas redu
idas y C � D, enton
es existe una �r{
adenade C a D. Como 
onse
uen
ia inmediata tenemos el siguiente teorema:Teorema 4 Consideremos [C℄; [D℄ 2 C =� tales que [C℄ � [D℄. Enton
es existe unaL{
adena de [C℄ a [D℄.Demostra
i�on: Sean [C℄; [D℄ 2 C = � tales 
lases de equivalen
ia y sean C 0 y D0 dos
l�ausulas redu
idas tales que C 0 2 [C℄ y D0 2 [D℄. Puesto que C 0 � D0, se tiene queexiste una �r{
adena de C 0 a D0. Las 
lases de equivalen
ia aso
iadas a los elementos dela �r{
adena forman una L{
adena de [C℄ a [D℄.A 
ontinua
i�on de�nimos nuestra quasi{m�etri
a. Si [C℄ � [D℄ enton
es existe al menosuna L{
adena de [C℄ a [D℄, (el 
onjunto L([C℄; [D℄) no es va
��o) y tiene sentido 
onsiderarel m��nimo del 
onjunto de longitudes de 
aminos en L([C℄; [D℄).Siguiendo la intui
i�on geom�etri
a, si 
onsideramos esas L{
adenas 
omo 
aminos de[C℄ a [D℄, podemos de�nir nuestra quasi{m�etri
a 
omo la longitud del 
amino m�as 
ortode [C℄ a [D℄. Si no existe ning�un 
amino, pensamos que [D℄ no puede ser al
anzado desde[C℄, as�� que est�an separados por una distan
ia in�nita.De�ni
i�on 5 De�nimos la apli
a
i�on d
 : C =� � C =�! [0;+1℄ de la siguiente manerad
([C℄; [D℄) = ( minfjCj : C 2 L([C℄; [D℄)g si [C℄ � [D℄+1 e.o.
.Teorema 6 d
 es una quasi{m�etri
aDemostra
i�on: (1) Puesto que [C℄ � [C℄ para todo [C℄ 2 C =�, se tiene que la L{
adenah[C℄i 2 L([C℄; [C℄). Adem�as jh[C℄ij = 0, luego d
([C℄; [C℄) = 0.(2) Si d
([C℄; [D℄) = d
([D℄; [C℄) = 0, enton
es [C℄ � [D℄ y por tanto [C℄ = [D℄.(3) Tenemos que probar que d
([C1℄; [C3℄) � d
([C1℄; [C2℄)+d
([C2℄; [C3℄). Si [C1℄ 6� [C2℄ o[C2℄ 6� [C3℄ el resultado se tiene trivialmente, luego supongamos [C1℄ � [C2℄ y [C2℄ � [C3℄.



Sean C1 = h[D0℄; : : : ; [Dn℄i una L{
adena de [C1℄ a [C2℄ (esto es, [D0℄ = [C1℄ y [Dn℄ = [C2℄)tal que n = jC1j = d
([C1℄; [C2℄) y C2 = h[D00℄; : : : ; [D0m℄i una L{
adena de [C2℄ a [C3℄ (i.e.,[D00℄ = [C2℄ y [Dm℄ = [C3℄ ) tal que m = jC2j = d
([C2℄; [C3℄) Si 
on
atenamos C1 y C2obtenemos C12 = h[D0℄; : : : ; [Dn℄; [D01℄; : : : ; [D0m℄i que es una L{
adena de [C1℄ a [C3℄ delongitud n+m, luego d([C1℄; [C3℄) � jC12j= n +m= d([C1℄; [C2℄) + d([C2℄; [C3℄)Por tanto es una quasi{m�etri
a. Si ahora volvemos a 
onsiderar las 
l�ausulas aisladas yno las 
lases de equivalen
ia tendremos una fun
i�on
d
 : C � C �! [0;+1℄hC;Di 7! 
d
(C;D) = d
([C℄; [D℄)en la 
ual dos 
l�ausulas equivalentes est�an a distan
ia 
ero (t�e
ni
amente una pseudo{quasi{distan
ia) en la 
ual mantenemos las siguientes propiedades:a) 
d
(C;D) = 0, C � Db) 
d
(C;D) = +1, C 6� D
) (8C1; C2; C3 2 C ) [
d
(C1; C3) � 
d
(C1; C2) + 
d
(C2; C3)℄Pensamos que de esta manera, 
d
(C;D) 
odi�
a de manera num�eri
a su�
iente infor-ma
i�on sobre la rela
i�on de subsun
i�on entre C y D y permite un tratamiento algebrai
ode la rela
i�on de proximidad.6 Trabajos rela
ionadosComo apunt�abamos en la introdu

i�on, en la literatura puede en
ontrarse diversas apro-xima
iones al problema de 
uanti�
ar la rela
i�on de proximidad entre 
l�ausulas. Nuestrapropuesta se suma al esfuerzo de arrojar luz sobre el problema.6.1 Nienhuys{Cheng [5℄ y Ramon y Bruynooghe [9℄En [5℄, Nienhuys-Cheng de�ne una distan
ia para �atomos 
errados� dn
;g(e; e) = 0� p=n 6= q=m) dn
;g(p(s1; : : : ; sn); q(t1; : : : ; tm)) = 1� dn
;g(p(s1; : : : ; sn); p(t1; : : : ; tn)) = 12n Pni=1 dn
;g(si; ti)y luego 
onsidera la m�etri
a de Hausdor� para trasladar esa distan
ia a 
onjuntos de�atomos.dh(A;B) = maxfmaxa2A fminfdn
;g(a; b) j b 2 Bgg;maxb2B fminfdn
;g(a; b) j a 2 AgggEl objetivo de esta distan
ia era de�nir una m�etri
a entre interpreta
iones de Herbrand,as�� que dn
;g estaba s�olo de�nida sobre �atomos 
errados. En [9℄, Ramon y Bruynoogheextendieron esta distan
ia a una fun
i�on sobre expresiones 
erradas y no 
erradas:



� dn
(e1; e2) = dn
;g(e1; e2) si e1; e2 son expresiones 
erradas.� dn
(p(s1; : : : ; sn); X) = dn
(X; p(s1; : : : ; sn)) = 1 
on X una variable.� dn
(X; Y ) = 1 y dn
(X;X) = 0 para todo X 6= Y 
on X e Y variables.Apli
ando a dn
 la m�etri
a de Hausdor� tenemos una distan
ia sobre 
l�ausulas, 
omomuestra el siguiente ejemploC1 = fp(f(U); X; f(a))g C2 = fp(f(a); X; f(a))gC3 = fp(f(a); X; f(a)); p(Z;X; Z)g C4 = fp(f(a); X; f(a)); p(f(a); V; f(a))g
on dh(C1; C2) = 112 , dh(C1; C3) = 13 , dh(C1; C4) = 14 . Se observa que los tres valores sonmuy distintos a pesar de que C2, C3 y C4 son equivalentes bajo subsun
i�on. Con nuestrafun
i�on se tiene 
d
(C1; C2) = 
d
(C1; C3) = 
d
(C1; C4) = 1puesto que [C2℄ = [C3℄ = [C4℄ 
on [C1℄ 6= [C2℄ y C1� = C2 
on � = fU=ag.6.2 Hut
hinson [3℄En [3℄, Hut
hinson da una pseudo-m�etri
a sobre el 
onjunto de t�erminos y la extiende al
onjunto de literales. Enton
es, 
onsidera la m�etri
a de Hausdor� sobre el 
onjunto de
l�ausulas usando su pseudo{m�etri
a sobre literales.En su de�ni
i�on de distan
ia sobre t�erminos, usa una fun
i�on del 
onjunto de susti-tu
iones sobre R llamada size. Da las 
ondi
iones que tiene que satisfa
er una fun
i�onpara ser una size y da una fun
i�on 
on
reta 
on esas 
ara
ter��sti
asS(�) =Xfwf=n j (9x) (x 2 V ar y f=n o
urre en x�)gdonde wf=n es un peso positivo para el s��mbolo de fun
i�on f=n. Con la m�etri
a deHausdor� basada en esa pseudo{m�etri
a tenemos que para las 
l�ausulasC1 = fp(X;X; Y; Y )g C2 = fp(U; V; U; V )gobtenemos los valores dh(C1; C1) = 0 y dh(C1; C2) = 0 a pesar de que C1 y C2 no son nisiquiera 
omparables bajo subsun
i�on.Con nuestra fun
i�on 
d
, al no existir ning�un 
amino de C1 a C2, esa rela
i�on deina

esibilidad se 
odi�
a 
on el s��mbolo +1.
d
(C1; C2) = 
d
(C2; C1) = +17 Con
lusionesEste es un trabajo preliminar sobre 
�omo 
uanti�
ar la rela
i�on de proximidad entre
l�ausulas y se suma a otras aproxima
iones en un intento de arrojar luz sobre el pro-blema. La idea de nuestra aproxima
i�on es aprove
har la rela
i�on preexistente entre las
l�ausulas para de�nir una fun
i�on de manera natural. Al ser esta rela
i�on de subsun
i�onno sim�etri
a, esta formaliza
i�on de la proximidad tampo
o tiene por qu�e serlo.Consideramos que de�nir una distan
ia entre 
l�ausulas apli
ando la m�etri
a de Haus-dor� sobre una distan
ia entre literales quiz�a no sea lo m�as a
ertado ya que dependeex
lusivamente de valores extremos.



Por otro lado, quiz�a la formaliza
i�on de distan
ia de Fr�e
het sea demasiado estri
tapara espa
ios donde la prin
ipal rela
i�on es la de orden par
ial. En este sentido, pen-samos que este art��
ulo abre una puerta a esa nueva 
on
ep
i�on en la formaliza
i�on deproximidad.Referen
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