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Resumen

En este articulo presentamos una quasi—métrica definida sobre el conjunto de
cldusulas de un lenguaje donde dos clausulas equivalentes por subsuncién se con-
sideran la misma. Esta quasi-métrica (una métrica en la que no consideramos la
condicién de simetria) se basa en la relacién de subsuncién y se formaliza como
una aplicacién dc : Cp/~ xCgr/~— [0,400] donde C/~ es el espacio cociente
obtenido a partir del conjunto de cldusulas C por la relacién de equivalencia basada
en subsuncién.

1 Introduccién

En este articulo, proponemos una solucién al problema de cuantificar la proximidad entre
clausulas, considerandolas como elementos de un entramado de relaciones via subsuncion
que nos va a permitir acceder de una clausula a otra, en cierto sentido, por el camino mas
corto. Esta aproximacion representa una importante diferencia con otras aproximaciones
[3, 5], que consideran los literales como elementos aislados. Para ello, proponemos

a) Que dos cldusulas equivalentes bajo subsuncién se consideren idénticas. Este plan-
teamiento es mucho mas fuerte que la equivalencia médulo renombramiento y nos
va a permitir definir nuestra funcién sobre clases de equivalencia.

b) Siguiendo la intuicién geométrica, la distancia entre dos puntos serd la longitud
del camino mas corto entre ellas, considerando que dos clausulas estdn a distancia
infinita si no existe un camino que las una.

Nuestra definicion estd basada en la relacién de subsuncién y en los estudios realizados
por P.R.J. van der Laag y S.-H. Nienhuys—Cheng [7]. Empezamos nuestra exposicién con
una introduccion al concepto de métrica y a la condicién de simetria.

2 Meétricas

En muchas ocasiones necesitamos simplificar la relacion entre dos objetos a un nimero
para poder establecer comparaciones entre ellos. A ese nimero se le suele llamar de
manera genérica distancia y nos permite discriminar entre pares de objetos de manera
sencilla. Asi, decimos que dos ciudades A y B estan mas prozimas que las ciudades C'y
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D si la longitud del camino més corto de A a B, i.e. la distancia que los separa, es menor
que la longitud del camino mas corto de C a D. Analogamente, esa distancia puede medir
el tiempo que transcurre entre dos eventos o la cantidad de combustible que necesita un
vehiculo para recorrer un trayecto.

Dado un conjunto cualquiera X, si asociamos a todo par de elementos (z,y) € X x X
su “distancia” obtenemos una aplicacién d : X x X — R. Pero obviamente no toda
funcién d : X x X — R va a ser una distancia. ;Qué propiedades debe cumplir una
aplicacién d : X x X — R para ser una distancia'? Estd claro que los criterios deben ser
suficientemente débiles para ser comunes a las diferentes distancias de intuicién geométrica
y suficientemente fuertes para establecer una teoria sélida que permita el tratamiento de
los problemas asociados al concepto de distancia en situaciones abstractas. Fue Fréchet
en su tesis doctoral en 1906 [1] quien afirmé que bastaba que la funcién verificara

o (Vo€ X)d(z,z) = 0]

(
e Vz,ye X)|d(z,y) =0=z =y
o (Vz,y € X)l[d(z,y) =d(y,z)] (Condicion de simetria)
(

o (Vr,y,z € X)l[d(z,2) <d(z,y) +d(y, z)] (Propiedad triangular)

para poder desarrollar una teoria de los espacios métricos y desde entonces estas condi-
ciones han sido consideradas los pilares basicos de la teoria.

Como ejemplos de distancias basadas en la intuicién geométrica podemos citar tres
conocidas distancias en R?. Sean A = (x1,%,) y B = (72, 2) dos puntos del plano.

e Distancia euclidea (d.): Dados dos puntos A y B de R?, la distancia d, mide la
longitud del segmento de recta que une A y B, esto es, del camino mas corto de A
a B suponiendo que no hay obstaculos en el plano

d(A, B) = \/(xl —12)% + (y1 — 12)?

e Distancia Manhattan (d,,): En este caso también medimos la longitud del camino
mas corto de A a B, pero a diferencia de la distancia euclidea, en la que suponemos
que no hay ningin obstdculo entre A y B, en la distancia Manhattan suponemos
que los desplazamientos sélo pueden ser horizontales o verticales, simulando la cir-
culacién de un vehiculo por calles en forma de cuadricula.

dm(A, B) = |z1 — 29| + |y1 — y2|

¢ Distancia del bosque (d;): Un ejemplo, quizd menos conocido de distancia en R?,
es esta distancia del bosque, que también mide la longitud del camino més corto
entre dos puntos. Recibe este nombre porque representa en R? la situacién de una
tribu en un lugar muy boscoso con un rio en y = 0. Los habitantes de tal tribu, para
llegar al agua han hecho brechas perpendiculares al rio. Debido al espeso bosque,
si alguien quiere ir de A a B sélo puede hacerlo por las brechas o por la orilla.

dy(A, B) = |yl_92‘ S%$1:$2
(4, B) {|y1|+|yz+$1—$2| si w1 # 29

'El uso de distancia o métrica es indistinto. Tienen el mismo significado.
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Figura 1

Llegado este punto, tiene sentido preguntarse por qué es necesario definir varias distan-
cias sobre un mismo conjunto. La respuestas es clara. Cada distancia se adapta a una
estructura previa en el conjunto y la distancia definida se ajustara o no, segtin el caso, a
la relacion preexistente. Si nuestro unico interés es dotar al conjunto de una funcién que
verifique las condiciones de Fréchet y no consideramos en el conjunto ninguna relacién
preestablecida, podemos considerar siempre la distancia discreta

0 siA=1RB
dd(A’B)_{l siA+B
que verifica las condiciones para ser distancia, pero que dificilmente nos seria de utilidad

préctica.

Una situacion diferente se establece cuando la relacién preexistente entre los objetos
no es simétrica. El nimero de kilémetros que separa una ciudad A a la orilla del mar de
otra B en la cima de una montana es el mismo independientemente del sentido en que
se recorra. Pero si nuestra idea de “distancia” mide el nimero de calorias que gasta un
ciclista en hacer el recorrido, entonces nuestra definicion de distancia pierde la condicion
de simetria.

3 Quasi—métricas

Las funciones de distancia no simétricas ya fueron consideradas por Hausdorff [2] a princi-
pios de siglo. Wilson [11] introdujo el término quasi-metrics para estas funciones en 1931.
A lo largo del siglo diversos investigadores han contribuido al desarrollo de las distancias
no simétricas, recibiendo recientemente un nuevo empuje con los trabajos en computacion
tedrica de Lawson [4] o Smyth [10] entre otros.

Definicién 1 ([10]) Una quasi-métrica sobre un conjunto X es una aplicacion de X x X
en los reales no negativos, incluyendo posiblemente +oo tal que

o (Vz e X)l[d(x,z)=0]
o (Vz,y € X)[d(z,y) =d(y,z) =0= 2 =y]
o (Vr,y,z € X)[d(z,2) <d(z,y) +d(y, 2)]

Notese que una quasi—meétrica verifica las condiciones de métrica de Fréchet, excepto la
condicién de simetria. Veamos algunos ejemplos (otros ejemplos més sofisticados pueden
encontrarse en [10]).

Ejemplo 1: Dado cualquier conjunto parcialmente ordenado (P, <), la quasi-métrica

discreta se define como
0 six <y

d(z,y) = { 1 e.0.c.



Ejemplo 2: En el intervalo unidad [0, 1] podemos definir la quasi—métrica siguiente, cuya
métrica asociada es la distancia euclidea en el conjunto.

0 six <y
r—y siy <

d(z,y) = {

4 Clausulas

A continuacién recordamos algunas definiciones sobre clausulas que usaremos mas ade-
lante. Una visién general puede obtenerse en [6].

En nuestra construccion consideraremos un lenguaje £ de primer orden. Var y Term
son, respectivamente, los conjuntos de variables y términos de £. Una cldusula es un
conjunto finito de literales y C es el conjunto de las clausulas del lenguaje.

Sea S C Var un conjunto finito de variables. Una sustitucion es una aplicacién
6:S — Term tal que (Vx € S)[x # x6]. Un renombramiento es una sustitucién inyectiva
0 tal que (Vz € S)[zf € Var|. Si C es una cldusula y € es un renombramiento, C' y
CO = {LO|L € C} son variantes.

Sean C'y D dos clausulas. C' subsume a D, C' = D, si existe una sustitucién 6 tal
que CO C D. SiC = Dy D > C entonces C'y D son equivalentes por subsuncién y lo
escribiremos C' ~ D. Si C »= Dy D % C escribiremos C' = D. Una cldusula reducida es
una cldusula C' tal que no tiene ningiin subconjunto propio D tal que D ~ C. Plotkin [§]
probé que dos clausulas reducidas equivalentes son variantes.

Puesto que ~ es una relacién de equivalencia, denotaremos por C/~ el espacio cociente
v, siC € C, [C] ={D € C|C ~ D}. Definimos el orden parcial =* sobre C/~ como
(V[C],[D] € C/~) ([C] =* [D] & C = D) El orden =* estd bien definido y no causard
confusién si usamos > en lugar de >*.

5 Una quasi—-métrica sobre las clases de equivalencia

En [7] Nienhuys-Cheng y Van der Laag definieron un operador de refinamiento p, que
tomaba como dato de entrada una clausula reducida C'y devolvia un conjunto de clausulas
reducidas p,(C):

Definicién 2 (Adaptada de [7]) Sea C una cldusula reducida. Entonces D € p,(C) si
D es reducida y se verifica una de las siguientes condiciones:

pt: C = D y existen dos cldusulas C' € [C] y D' € [D] tales que C'0 = D', donde 0 es
la sustitucion 0 = {x/f(y1,---,yn)}, f es un simbolo de funcion?®, x ocurre en C',
y las variables y1, ..., y, son variables distintas que no ocurren en C'.

N

pi: C = D y existen dos cliusulas C' € [C] y D' € [D] tales que C'§ = D', donde
0 ={z/y} y ademds las variables x e y ocurren en C'.

ps: D =CU{L} donde L sdlo tiene variables distintas que no ocurren en C' y para todo
literal M € C, L difiere de M en el simbolo de predicado o en el signo.

Una p,—cadena de longitud n de C' a D es una sucesion finita C = Cy,Cy,...,Cp, = D
tal que para todo i € {1,...,n}, C; € p(Ci_1).

2Consideramos las constantes como simbolos de funcién de aridad cero.



En el mismo articulo [7] se prueba que si C'y D son cldusulas reducidas y C' = D entonces
existe una p,—cadena de C a D. Vamos a usar esas cadenas para formalizar la proximidad
entre clausulas. En nuestra definicion, la distancia entre dos clausulas vendra determinada
por la longitud del camino mas corto entre ellas, considerando como camino la sucesién
de clases de equivalencia asociada a una p,—cadena.

Definicién 3 Diremos que la sucesion C = ([Cy),...,[Cyn]), con [C;] € C/~ para todo
i €{0,...,n} es una L—cadena de [Cy] a [Cy] si podemos elegir como representantes de
dichas clases las clausulas reducidas Cy, . .., C, y dichas cldusulas forman una p,—cadena.

En ese caso diremos que la L-cadena C tiene longitud n y lo denotaremos por |C| = n.
Denotaremos como L([C], [D)]) el conjunto de todas las L-cadenas de [C] a [D]. El unico
elemento de L([C], [C]) es la sucesion de longitud cero ([C]).

Es trivial comprobar que si C; = ([Cy], ..., [Cyn]) es una L—cadena de [Cy] a [C),] y Co =
([Do),...,[Dw]) es una L—cadena de [Dy] a [D,,] con [Cy] = [Dy], entonces
Cs = ([Col,...,[Chl,[D1],...,[Dn))

es una L-cadena de [Cy] a [D,,] de longitud n + m que llamaremos la concatenacion de
Cl y CQ.

Sabemos que si C'y D son cldusulas reducidas y C' > D, entonces existe una p,—cadena
de C a D. Como consecuencia inmediata tenemos el siguiente teorema:

Teorema 4 Consideremos [C],[D] € C/~ tales que [C] > [D]. Entonces existe una
L-cadena de [C] a [D].

Demostracién: Sean [C],[D] € C/ ~ tales clases de equivalencia y sean C' y D' dos
clausulas reducidas tales que C' € [C] y D' € [D]. Puesto que C" = D', se tiene que
existe una p,—cadena de C'" a D'. Las clases de equivalencia asociadas a los elementos de
la p,—cadena forman una L-cadena de [C] a [D]. |

A continuacién definimos nuestra quasi-métrica. Si [C'] = [D] entonces existe al menos
una L—cadena de [C] a [D], (el conjunto L([C], [D]) no es vacio) y tiene sentido considerar
el minimo del conjunto de longitudes de caminos en L([C], [D]).

Siguiendo la intuicién geométrica, si consideramos esas L-cadenas como caminos de
[C] a [D], podemos definir nuestra quasi-métrica como la longitud del camino més corto
de [C] a [D]. Si no existe ningtin camino, pensamos que [D] no puede ser alcanzado desde
[C], asi que estdn separados por una distancia infinita.

Definicién 5 Definimos la aplicacion dc : C/~ x C/~— [0, +00] de la siguiente manera

min{|C| : C € L([C], [D])} si [C] = [D]
+oc e.o0.c.

de([C1,[D)) = {

Teorema 6 dc es una quasi—métrica

Demostracién: (1) Puesto que [C] = [C] para todo [C] € C/~, se tiene que la L—cadena
([C]) € L([C],[C]). Ademas [([C])| = 0, luego dc([C], [C]) = 0.

(2) Si de([C],[D]) = de([D], [C]) = 0, entonces [C] ~ [D] y por tanto [C] = [D].

(3) Tenemos que probar que de([Ch], [CgD < dc([C4], [Cy]) +de([Cy], [C3]). Si[Ch] % [Cs) o
[Cy] # [C3] el resultado se tiene trivialmente, luego supongamos [Cy] = [Cy] y [Cy] = [Cs).



Sean C; = ([Dy], ..., [Dy]) una L—cadena de [C}] a [C5] (esto es, [Do] = [C1] y [D,] = [Cs])

tal que n = |Cy| = dc([ 1],[Cs]) y Co = ([Dy], . .., [D},]) una L-cadena de [Cy] a [C3] (i.e.,
[Dy] = [Cy] vy [Dn] = [C3] ) tal que m = |Cy| = de([Ch], [C3]) Si concatenamos C; y Cy
obtenemos Ciy = {([Dy],...,[Dy],[Di],-..,[D.,]) que es una L-cadena de [C;] a [C5] de

longitud n + m, luego

d([C1],[C3]) < [Cio
=n+m

= d([C4], [C4]) + d([C], [Cs])
|

Por tanto es una quasi-métrica. Si ahora volvemos a considerar las cldusulas aisladas y
no las clases de equivalencia tendremos una funcién

de: CxC — [0, +00]
(C,D) — dec(C,D) = de([C], D))

en la cual dos cldusulas equivalentes estan a distancia cero (técnicamente una pseudo—
quasi—distancia) en la cual mantenemos las siguientes propiedades:

a) de(C,D)=0<C ~ D
b) de(C,D) =400 & C % D
¢) (YCy,Cs,C5 € C) [de(C, C3) < de(Ch, Cs) + de(Cs, Cs)]

Pensamos que de esta manera, dec(C, D) codifica de manera numérica suficiente infor-
macion sobre la relacién de subsuncion entre C'y D y permite un tratamiento algebraico
de la relacién de proximidad.

6 Trabajos relacionados

Como apuntabamos en la introduccion, en la literatura puede encontrarse diversas apro-
ximaciones al problema de cuantificar la relaciéon de proximidad entre clausulas. Nuestra
propuesta se suma al esfuerzo de arrojar luz sobre el problema.

6.1 Nienhuys—Cheng [5] y Ramon y Bruynooghe [9]
En [5], Nienhuys-Cheng define una distancia para dtomos cerrados

o dycyle,e) =0

o p/n#q/m=dug(P(s1,...,80),q(t1,...,tm)) =1

o dncy(p(s1,...,80),p(t1,... 1)) = ﬁ Yoy dyeg(Siyti)

y luego considera la métrica de Hausdorff para trasladar esa distancia a conjuntos de
adtomos.

dn(A, B) = max{m&x{min{dnc,g(a, b)|b e B}}, rglean{min{dnc,g(a, b)|a€ A}}}

El objetivo de esta distancia era definir una métrica entre interpretaciones de Herbrand,
asi que d,., estaba sélo definida sobre dtomos cerrados. En [9], Ramon y Bruynooghe
extendieron esta distancia a una funcién sobre expresiones cerradas y no cerradas:



o dnc(er,e3) = dpegy(er, €2) si e, e son expresiones cerradas.
o due(p(st, ..., 80), X) = dne(X,p(s1,...,8,)) =1 con X una variable.
e d,.(X,)Y) =1y d,.(X,X) =0 para todo X #Y con X e Y variables.

Aplicando a d,. la métrica de Hausdorff tenemos una distancia sobre clausulas, como
muestra el siguiente ejemplo

Ci= {p(f(U), X, f(a))} Cy = {p(f(a), X, f(a))}
Cs = {p(f(a),X, f(a)),p(Z, X, Z)} Ci= {p(f(a), X, f(a)),p(f(a),V, f(a))}

con dy(Cy,Cs) = 75, du(C1,C3) = 5, dy(C1,Cy) = 1. Se observa que los tres valores son
muy distintos a pesar de que Cy, C3 y C4 son equivalentes bajo subsuncion. Con nuestra
funcién se tiene

de(Cy, Cy) = de(Cy, C3) = de(Cy,Cy) = 1
puesto que [Cy] = [C3] = [C4] con [C4] # [Cy] y C10 = Cy con § = {U/a}.

6.2 Hutchinson [3]

En [3], Hutchinson da una pseudo-métrica sobre el conjunto de términos y la extiende al
conjunto de literales. Entonces, considera la métrica de Hausdorff sobre el conjunto de
clausulas usando su pseudo—meétrica sobre literales.

En su definicién de distancia sobre términos, usa una funcién del conjunto de susti-
tuciones sobre R llamada size. Da las condiciones que tiene que satisfacer una funcion
para ser una size y da una funcion concreta con esas caracteristicas

S0) => {wysm|(3z) (x € Var y f/n ocurre en z6)}

donde wy/, es un peso positivo para el simbolo de funcién f/n. Con la métrica de
Hausdorff basada en esa pseudo—métrica tenemos que para las clausulas

obtenemos los valores d;(Cy,Cy) = 0y di(Cy,Cs) = 0 a pesar de que C; y Cy no son ni
siquiera comparables bajo subsuncion.

Con nuestra funcién dec, al no existir ningin camino de Cy a Cs, esa relacién de
inaccesibilidad se codifica con el simbolo +oc.

C/iE(Cl, CQ) = C/iE(CQ, 01) = +00

7 Conclusiones

Este es un trabajo preliminar sobre como cuantificar la relacién de proximidad entre
clausulas y se suma a otras aproximaciones en un intento de arrojar luz sobre el pro-
blema. La idea de nuestra aproximacion es aprovechar la relacion preexistente entre las
clausulas para definir una funcién de manera natural. Al ser esta relacién de subsuncién
no simétrica, esta formalizacién de la proximidad tampoco tiene por qué serlo.

Consideramos que definir una distancia entre cldusulas aplicando la métrica de Haus-
dorff sobre una distancia entre literales quizd no sea lo mas acertado ya que depende
exclusivamente de valores extremos.



Por otro lado, quiza la formalizacion de distancia de Fréchet sea demasiado estricta
para espacios donde la principal relacién es la de orden parcial. En este sentido, pen-
samos que este articulo abre una puerta a esa nueva concepcién en la formalizacion de
proximidad.
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